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Предисловие

Многие современные промышленные устройства и конструкции пред-
ставляют собой сетеподобный объект, который можно ассоциировать с
геометрическим графом. Линейный элемент этого объекта — ребро гра-
фа, взаимодействия линейных элементов осуществляется в узлах (вер-
шинах) графа [8, 19, 21, 25, 37, 50, 58, 64, 65, 67, 70, 75, 92]. Такой
принцип построения технических объектов заложен, например, в ан-
тенных конструкциях различных типов — сетчатые и решетчатые ан-
тенны, антенны типа «мачта-растяжки». Протекающие в этих устрой-
ствах процессы допускают математическое описание в виде соответству-
ющих математических моделей, реализуемых на геометрическом графе.
На ребрах графа устанавливаются соотношения, описывающие законо-
мерности функционирования системы, во внутренних узлах – условия
взаимодействия смежных континуумов, в граничных узлах – краевые
(граничные) условия, характерные для конкретной системы (конкрет-
ного устройства) [19, 49, 51–53, 71, 72, 74–77, 93]. Как представляется
авторам, начально-краевые задачи для уравнений с распределенными
параметрами на графе являются перспективным инструментом иссле-
дования сетевых экономических процессов [79] и процессов обмена ве-
ществ в биологическом организме (метаболизм клеток) [55, 78]. Таким
образом, математические модели разных прототипов изначально име-
ют общее свойство быть краевыми или начально-краевыми задачами
для уравнений, являющимися уравнениями с распределенными пара-
метрами на графе. В настоящей книге представлены основные методы
и результаты, полученные при исследовании систем с распределенными
параметрами на геометрическом графе, а также указаны приложения
их, связанные прежде всего с управлением системами, описывающими
теплофизические процессы [10, 11] и упругие колебания [19, 21, 67, 70,
75, 76] в сетеподобных конструкциях.

Раздел I содержит подробный анализ серии спектральных задач на
графах в классах гладких функций, часто используемых в приложени-
ях: спектральные задачи на простейшем графе, звезде, графе с циклом.
Здесь же указаны пути анализа спектральных задач на произвольном
графе. Разделы II и III содержат последние сведения теории краевых и
начально-краевых задач для дифференциальных систем с распределен-
ными параметрами на графе: получены условия однозначной разреши-
мости таких задач в разных классах обобщенных решений. Результаты
указанных разделов являются основополагающими для исследований,
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представленных в разделе IV, которая посвящена некоторым вопросам
математической теории оптимального управления системами, описыва-
емыми уравнениями с частными производными с распределенными па-
раметрами на графе: рассматриваются системы, для которых состояние
определяется как решение (слабое решение) для уравнений с частными
производными 2-го порядка с присоединенными граничными условия-
ми, а в случае эволюционных уравнений — и начальными условиями.
В части IV-1 раздела IV в классе C2 представлен метод нахождения
граничных управляющих воздействий в задаче управления колебани-
ями упругой системы струн, закрепленных по типу графа-звезды, со-
стоящей в переводе процесса колебаний системы из заданного началь-
ного состояния в заданное финальное состояние. Задачи оптимального
управления для систем с распределенными параметрами на произволь-
ном графе рассмотрены в классе L2 (часть IV-2 раздела IV). Предше-
ствует этому изучение обобщенных решений краевых, начально-краевых
задач для эллиптических, параболических и гиперболических уравнений
2-го порядка на произвольном геометрическом графе (разделы II–III).
Такие решения определяются с помощью интегральных тождеств, за-
меняющих собой уравнения, начальные и граничные условия. При этом
указываются пространства, в которых предполагается отыскание обоб-
щенных решений и приводятся условия однозначной разрешимости та-
ких задач. Полученные результаты являются основополагающими не
только при исследовании задач управления колебаниями сетеподобных
промышленных конструкций [67, 70, 75, 76], но и при анализе процесса
метаболизма клеток биологических структур [55] — обмен веществ, хи-
мические превращения в клетках и между клетками живого организма,
осуществляемые по метаболическим цепочкам, где происходят разного
рода реакции, необходимые для поддержания биологической жизни ор-
ганизма. Упомянем также интенсивно развивающееся в последние 10 лет
математическое моделирование процессов гемодинамики — описание те-
чения крови в замкнутой сердечно-сосудистой системе человека, т.е. на
графе сердечно-сосудистой системы.

Представленные здесь результаты носят фрагментарный характер —
математическая теория оптимального управления системами с распре-
деленными параметрами на графе находится в стадии формирования.

Добавим также, что по содержанию материал настоящей книги по-
чти не пересекается с материалами ранее вышедшей монографии [77]
и представляет существенное ее развитие прежде всего в направлении
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анализа вопросов существования и единственности обобщенных реше-
ний (слабых решений) краевых и начально-краевых задач. Та же часть,
где используется материал указанных изданий (раздел I и частично II
настоящей книги), служит базой для полученных в последнее время но-
вых результатов (разделы II–IV настоящей книги).

Авторы выражают глубокую благодарность Ю.А. Гнилицкой, внес-
шей существенный вклад при написании раздела IV.

Авторы весьма признательны рецензентам рукописи книги за ряд
очень ценных советов и замечаний.
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